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摘要!介绍了求解群体平衡模型液滴破碎方程的三种数值方法"固定点法#
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法和单元平均法#
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%'针对固定点法在第一区间数密度突变#值过

低%的问题作了适当的修正&得到的结果与整体分布曲线及另两种方法的计算值很好地吻合'三种方法得

到的常微分方程组均采用定步长的四阶龙格
@

库塔法求解&由
Q

语言编写计算程序'计算结果表明&固定点

法和
I==202\9:+,,.

法在区间宽度相同的情况下计算结果几乎完全吻合&单元平均法比上述两种方法有更

高的精度和计算效率'
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群体平衡模型在研究化工过程方面有着广泛

的应用'对于结晶(高分子降解(气象学(液
@

液以

及气
@

液传质等过程的模拟&该模型是较为理想的

选择'而对于核化工中普遍应用的液液萃取设

备&如脉冲萃取柱(混合澄清槽&由于其内部的液
@

液分散体系十分复杂&其理论研究一直是化工学

科的难点&而群体平衡模型是处理这一体系的最

常用的方法*

-@+

+

&然而由于源项中积分项的存在&

得到群体平衡方程的解析解极为困难*

!

+

'

近
+,

年来&研究人员在方程的数值求解方面

做了大量工作'其中&

V(;20

和
82;\09<:12

提

出的固定点法*

.

+和移动点法#

;$W91

F)

9W$==65:@
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Z

(6

%

*

B

+最为经典也应用最广泛'该方法得到的

离散方程理论上可以保证粒子的任意阶矩#液滴

群整体特性%的守恒&同时该方程应用不受具体破

碎(聚合的物理模型的限制&可以模拟任意情况下

液滴的破碎(聚合行为'

I==202\9:

*

"

+在求解破碎

方程时&在固定点法的基础上提出守恒方法与固

定点法有相同的计算精度'

V(;20

*

J

+为了改进固

定点法在求解聚合方程中的过度预测问题&提出

了单元平均法'

V(;20

*

C

+

(

V$<=$

F

%$(

*

A

+将该方法

扩展应用到破碎方程的求解&得到的数值结果比

前两种方法有更高的精度'

在破碎方程解析解探讨方面&

N933

和
Y5P027

>

*
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+

通过对高分子降解过程的模拟研究提出了连续破

碎方程在三种特殊破碎率情况下的解析解'

N933

*
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+通过统计方法得出了任意破碎率和初始条

件下离散方程的解析解'对于聚合方程求解&

'5$==

*
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+和
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*
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+在特殊聚合率的条件下提出

了连续方程和离散方程的解析解'

V(;20

*
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+列

出了破碎(聚合同时存在时方程的解析解'

虽然液滴破碎方程和聚合方程的解析解&只

有在特殊的情况下才存在&然而这几种情况下的

解析解为数值解的对比以及验证提供帮助'
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液滴破碎方程及离散

液滴破碎方程的连续形式可表述为"
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的液滴的概率'

@H@

!

粒子连续系统的离散

从数学角度出发&粒子体积可以连续的分布

在
,

到
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'为了能够通过计算机进行数值计算&
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本工作中&对于
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的确定采用固定的几何网
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也即
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为比例常数&当
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本工作在计算过程中选取了如式#
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%积分中

值的形式"
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子数密度'
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破碎方程的离散

在对连续方程#

-

%进行离散之前&先定义如下

变量"
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%为区间
3

F

的平均数密度'

离散方程对数密度的求解是通过求解子区间

上液滴总数
N

F

#

1

%&然后通过该区间的平均数密

度
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F

#

?
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1

%作为该代表性尺寸
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的数密度值&即"
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代替'

下面介绍的连续方程三种离散方法&每种方

法理论上均可以保证数密度任意阶矩守恒&根据

不同矩的守恒特性可以得到不同的方程离散形

式'在本工作中&只研究前两阶矩#

,

阶矩和
-

阶

矩&分别对应于离粒子的数量和体积%守恒的前提

下离散方程的求解'
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%固定点法#
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固定点法的基本思想如下"
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示意图示于图
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分配比例按下述方程求解"
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基于
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节对粒子系统的离散理论和上述守

图
+
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子液滴
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分配示意图
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恒分析&在保证数密度前两阶矩守恒的前提下&方

程#
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%可得到如下的离散形式"
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当
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时&第一项积分为
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时&第二项积分为
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助函数"

)

#

?

%和
/

#

?

%'在保证数密度前两阶矩守

恒的前提下&可以得到如下离散方程"

7N

F

#

1

%

71

/2

)

#

"

F

%

,

#

"

F

%

N

F

#

1

%

0

4

M

O

/

F

4

/

#

"

O

%

,

#

"

O

%

N

O

#

1

%

.

5

;91

#

"

O

&

?

F

0

-

%

?

$

#

?

&

"

O

%5

7?

#

-!

%

其中"

/

#

"

F

%

/

0

#

"

F

%

2

-

0

#

"

F

%

2

)

+

#

"

F

%

#

-.

%

)

#

"

F

%

//

#

"

F

%

)

+

#

"

F

% #

-B

%

)

+

#

"

F

%

/

4

F

O

/

#

-

"

O

"

%

F

5

;91

#

"

F

&

?

O

0

-

%

?

O

$

#

?

&

"

F

%

7?

#

-"

%

式中&
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%表示体积为
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的液滴破碎产生子液

滴的平均个数&在本文模拟的破碎过程中都假设

为二元破碎&即
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%为辅助

函数!
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%为中间变量&具体表达式的推导参考

文献*
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该方法是加权残值#
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对比式#

-J

%与式#

-+

%的积分区间得知&此种算法
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内液滴的破碎(聚合&即相邻两区域之间不存在液

滴的分配问题'由
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%节固定点关于矩守恒的基

本思想可以推知&该二级域法只能保证一个积分

特性守恒'文献*
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通过数学分析

验证了此法只能保证
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阶矩守恒'

为了使该方法能保证任意两种积分特性守

恒&

I==202\9:

等*

"

+通过对破碎产生项(破碎消失
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%单元平均法#

QIG

%

V(;20

等*

J

+为了解决固定点技术在求解聚

合方程时的过度预测问题&提出了单元平均法&该

方法很好地保留了固定点法通用性好(计算稳定

的优点'

V(;20

等*

C

+和
V$<=$

F

%$(

等*

A

+将此方法

扩展应用到破碎方程的求解中&得到的离散方程

表达式如下"
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F
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-

%

2,

#

"

F

%

N

F

#

1

% #

-C

%

方程右端前四项分别为破碎产生液滴的平均体积

8#

在区间*

"

Fg-

&

?

F

%(*

?

F

&

"

F

%(*

"

F

&

?

Fa-

%和*

?

Fa-

&

"

Fa-

%时被分配到区间
3

F

的数目'最后一项为区

域
3

F

内的液滴破碎消失项'当
Fi-

时&

-

,

i,

!

FiM

时&

-

Ma-

i,

'

上式中&

P

#

"

%为海维赛德阶跃函数&定义如

式#
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P

#

"

%

/
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(

,

-

+

"

/

,

, "

$

9

:

;

,

#

-A

%

!!

从相邻两区域分配到区域
3

内的相对权值

#个数百分数%计算如下"

*

2

F

#

"

%

/

"

2

"

F

2

-

"

F

2

"

F
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&
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/
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2
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#
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%

!!

单位时间内由于破碎产生进入区间
3

F

内的

液滴数"

-

F

/

4

M

5

/

F

E

,

F

&

5

,

#

"

5

%

N

5

#
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%

!!

与之相对应的进入区间
3

F

内的液滴体积为"

;

F

/

4

M

5

/

F

E

#

-

%

F

&

5
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#

"

5
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N
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#
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%
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式#

+-

%和#
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%中的
E

#

O

%

F

&

5

#

Oi,

&

-

%定义为"

E

#

O

%

F

&

5
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5

?

F
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-

?
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"

O

$
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"
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"
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#
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%
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进入区间
3

F

内的液滴平均体积"

8#

F

/

;

F

-

F

#
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%
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V$<=$

F

%$(

*

-"

+提出扩展的单元平均法#

6K@

=6176756%%2W602

F

6=65:19

Z

(6

&

DQIG

%&可以保证

在计算过程中任意矩的守恒'单元平均法与固定

点法的不同点在于"固定点法对于破碎后产生的

每一个体积为
?

#

?

<

"

F

%的液滴&都分配到两个相

邻的区间中&对于区间
3

F

有贡献的液滴体积只能

位于区间#

"

Fg-

&

"

Fa-

%中'而单元平均法是将某

一区间内破碎产生的所有液滴求得体积平均值&

如式#

+.

%&若此平均值
8#

位于区间#

"

Fg-

&

"

Fa-

%中'

则对其采取与固定点法相同的分配方式#式#

A

(

-,

%%&分配示意图示于图
!

'此种方法对于区间

3

F

有贡献&液滴体积可以分布在*

?

Fg-

&

?

Fa+

%三个

区间中&示意图示于图
.

'

图
!

!

单元平均法对子液滴平均体积分配

9̂

F

*!

!
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F

1;61=$372(

F

:=60

)

20=95%6<W$%(;62W602

F

6

图
.

!

对区间
3

F

液滴数目有贡献的体积区域

9̂

F

*.

!

'9E6021

F

65$1=09M(=91

F

=$"

F

A

!

数值算法及结果分析

破碎方程的连续形式#式#

-

%%在特殊初始条

件(破碎率模型和子液滴分布的情况下存在解析

解&

'5$==

*

-+

+对方程解析解的求解有详细的推导过

!A
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程'几种特殊情况下解析解的存在为数值计算的

准确与否提供了很好的对比验证'在本工作中&

选取的相关模型及相应的解析解见表
-

&破碎假

设为二元破碎'

表
-

!

相关模型及解析解表达式
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#
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>

%

!

#

?

&

,

%初始分布

#

L19=92%79<=09M(=9$1

%

!

#

?

&

1

%解析解

#

I12%

>

=952%<$%(=9$1

%

表达式#
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%

+

)

?L ? 6
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#
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%

+

6

g?

#

-a1

%

!!

微分方程组#式#

--

%(式#

-!

%(式#

-C

%%的数值

求解采用定步长的四阶龙格
@

库塔法&数值积分采

用变步长梯形求积分法'

AH@

!

固定点法

固定点法由于其通用性(稳定性&是目前求解

破碎方程时应用最广的方法之一&其能很好地预

测数密度的前二阶矩'在很多文献中
"

F

的初始

化采用式#

!

%几何中点计算&图
B

对比了在
/

i

!&,

的情况下&分别采用式#

!

%和#

.

%初始化
"

F

所

得到的结果与解析解对比'由图
B

可以看出&采

用积分中值式#

.

%对
"

F

进行初始化后得到的数密

度
!

#

?

&

1

%分布要比式#

!

%更接近于解析解'因

此&本工作在后续的计算过程中&均采用式#

.

%对

"

F

进行初始化'由图
B

#

2

%可以看出&

V(;20

等*

B

+

提出的固定点法得到第一个区间的数密度值有突

变现象&这主要是由于式#

-+

%在计算
Fi-

时&第

二项积分假设为
,

&即忽略了区间*

?

-

&

"

-

%内子液

滴对区间
3

-

的数量贡献&导致计算值比真实值要

小&由图
B

#

2

%可以看出第一个点的值远低于曲

线的平滑部分'为此&本工作对式#

-+

%在
Fi-

时

进行了修正&将第二项积分值修改为"
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%的积分中值&因
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-
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;91

值较

小&此时积分中值与几何中点值几乎完全相等&为

了便于数值积分的计算&在此令
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&代入式#
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图
B

#

M

%为
/

i!&,

(

1i"&,<

时&方程修改后的计

算结果&可以看出曲线在第一个区间的数密度突

变现象消失了&说明对式#

-+

%在
Fi-

时的修正是

合理(有效的'为此&在本工作后续的固定点计算

方法中&都将采用对式#

-+

%修改后的方程'
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$$$解析解#
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图
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时数密度修改前#

2

%(后#

M

%对比

9̂

F

*B

!

4(;M60761<9=

>

5$;

)

209<$1M6=[661M63$06

#

2

%

21723=60

#

M

%

;$793952=9$12=

/

i!&,

.A

核化学与放射化学
!!!!!!!!!!!!!!!!!!

第
!"

卷



!!

由图
B

#

2

%(#

M

%的结果可以看出&

/

i!&,

时

数值解与解析解偏离较大&这主要是由于在液

滴体积初始化时&区间宽度太大所致'由式#

!

%

知区间
3

F

的宽度
)

?

F

i

#

/

g-

%

?

F

&

/

值越小&区间

3

F

的宽度越小&则该区间代表性尺寸
"

F

越接近

真实值&数值解所得到的平均数密度与点
"

F

的

数密度越接近&即
/+

-

时&式#

C

%应为
8

!

F

#

?

&

1

%
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!

#

"
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&
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%'

图
B

#

M

%和图
"

对比分析了
/

i!&,

和
/

i

-&B

&

1i"&,<

时数密度
!

#

?

&

1

%的分布情况&验证

了上述说法'

图
J

分析了两种区间宽度情况下液滴总数密

度#即
!

#

?

&

1

%的
,

阶矩%随时间变化&可知液滴总数

随着时间的增加破碎产生的液滴总数也随之增加'

AHA

!

<)),%,Y#0ATTC

法

图
C

#

2

(

M

%对 比 了 固 定 点 法 和
I==202\9:

+,,.

法两种数值算法在
/

i-&B

和
/

i!&,

(

1i

"&,<

时各子区间液滴数密度'由图
C

可以看

出&两种算法得到的值几乎完全吻合'同时&对

比可知
I==202\9:+,,.

法的计算精度也受区间

宽度
/

的影响'
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$$$解析解#
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$$$固定点法数值解#
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%

$$$数值解#
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%

图
J
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#
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%和
/
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#

M

%时总数密度
N

#

1

%变化
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$$$固定点法数值解#
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数值解 #
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图
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%时数密度
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%分布
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AHB

!

单元平均法

在
+&+

节的分析中已知固定点法与
I==202@

\9:+,,.

法求得的数值解几乎是完全重合的&为

了便于对比&在此只对单元平均法(

I==202\9:

+,,.

法和解析解之间的计算结果进行比较'

由于在计算过程中
/

i!&,

时&对于单元平均

法而言区间宽度过大&计算过程中产生数密度

!

#

?

&

1

%为负值的情况&所以在此适当缩小了区

间宽度'

图
A

为
/

i+&!

和
/

i-&B

(

1i"&,<

时两种数

值算法得到的数密度与解析解比较&由计算结果

可以看出&在网格宽度较大时&

I==202\9:+,,.

法

得到的结果精度要比单元平均法低很多'对比

图
A

#

2

(

M

%可知&单元平均法即使在区间宽度比较

大的情况下计算结果仍与解析解吻合的很好'增

大网格宽度可以降低计算量&因此从效率角度考

虑单元平均法在保证计算精度的情况下有很高的

计算效率'然而&在数密度变化比较明显的地方&

即使是单元平均法&小区间宽度得到的计算结果

精度比大区间宽度有明显地提高'
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%

$$$解析解#
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$$$单元平均法数值解#
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数值解 #
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图
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%时数密度
!
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%分布
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%

B

!

结
!

论

#

-

%缩小区间宽度可以明显地提高计算精度'

#

+

%在相同区间宽度#

/

值相等%情况下&单元

平均法计算精度(效率要比固定点法和
I==202\9:

+,,.

法高'

#

!

%固定点法对于第一区间液滴的归属分配

过于粗糙&修改后的分配方法明显地提高了计算

精度'

#

.

%单元平均法是为了解决固定点法在求解

聚合方程时的过度预测问题而发明的&然而其也

能很好地应用到破碎方程的求解中'因此&在求

解液滴破碎(聚合行为同时存在的问题时&该方法

有很好地应用前景'
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王日腾等"液滴破碎方程的三种数值解法及分析比较




